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 به نام خدا

 

 :چكيده

 

نظر به آنكه در دهه اخير بسياري از مـسائل بهينـه سـازي بـا اسـتفاده از روش كارآمـد                      

حل مي شوند،بر آن ديديم تا گزارشي از مفاهيم مقـدماتي  )SDP(برنامه ريزي نيمه معين   

در اين مجموعه سعي شده است تا عناوين اصـلي مـساله برنامـه ريـزي                .آن را ارائه كنيم   

 .خطي نيمه معين به بحث گذاشته شود

بازنگري شده و سپس    ) LP(در آغاز ساختمان و مفاهيم كليدي مساله برنامه ريزي خطي         

 دليـل   اين عمل در ابتداي متن گزارش به      .مساله برنامه ريزي نيمه معين معرفي شده است       

معـين   وجوه اشتراك بسيار زياد اين دو مساله خواننده را براي مطالعه برنامه ريزي نيمه           

همچنين در قسمت ابتدايي مـتن مـروري اجمـالي بـر روابـط موجـود ميـان                  .كند آماده مي 

به راستي از آن جايي كه جبـر خطـي          .(ماتريس ها،بردارها و فضاهاي اقليدسي شده است      

ود در علم تحقيق در عمليات است،تسلط بـر آن رمـز موفقيـت در               جز لاينفك  مفاهيم موج    

 ).مطالعه اين شاخه نوپاي رياضي مي باشد 

پس از معرفي مساله برنامه ريزي نيمه معين با ارائه  مثال هايي كاربرد اين مـساله را در              

 حل مسائل بهينه سازي شرح داده ايم و نيز در قسمتي از آن با بيان مساله برنامه ريـزي           

خطي به عنوان حالت خاصي از مساله برنامه ريزي نيمه معين، عموميت و سيطره آن بـر                 

 .بيش از پيش براي خواننده مشخص و معين شده است) LP(مساله برنامه ريزي خطي

در ادامه به معرفي مساله دوگان مساله برنامه ريـزي خطـي نيمـه معـين و روابـط ميـان                     

نكته جالب در ايـن بخـش شـباهت هـاي           .داخته ايم   جواب هاي اين دو مساله به تفصيل پر       

بسيار زياد اين روابط با قضاياي ضعيف و قوي دوگاني مطـرح شـده در مـسئله برنامـه                   

 .ريزي خطي مي باشد

 

در پايان گزارش به  بررسي مساله اي جالب و خواندني در نظريه گراف اقدام شده اسـت               

ه هاي متفاوت رياضـي بـا يكـديگر را بـه            كه شايد اين مثال بار ديگر ارتباط تنگاتنگ شاخ        

 .اثبات برساند

 



 ٣

به دليل آن كه مساله برنامه ريزي برنامه ريزي نيمه معين را نمي توان بـه وسـيله روش                   

هايي مشابه روش سيمپلكس حل كـرد و بيـشتر از روش هـاي نقطـه درونـي در حـل آن                   

مطالبي فراتـر از سرفـصل      استفاده مي شود كه همانا براي مطالعه آن ها  نياز به دانستن              

هاي ارائه شده در دوره كارشناسي رياضي است،از ذكر آن ها در اين گزارش خودداري               

در قسمت پاياني متن منابع استفاده شـده در ايـن پـروژه كـه عمومـا مقـالاتي                 .شده است   

 .مرتبط از سايت هاي دانشگاه هاي معتبر جهان مي باشد ،ذكر شده اند

زارش بتواند تا حدي بازگوي كاربردهاي بي شمار مـساله برنامـه            اميد است مطالب اين گ    

 .ريزي نيمه معين باشند 

 

 كه نصايح و رهنمود هاي ايشان ما        دكتر محمدرضا پيغامي  در پايان از زحمات بي دريغ       

را به داشتن شهودي هر چه بهتر از دنياي رياضيات كاربردي سوق مي دهد،كمال تـشكر                

 .را داريم

 

 رضا دل ريش  روزبه ابرازي   ده  شهريار ميرزا

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ٤

 

 

 

 فهرست مطالب

 
 

  ٥........................................................................................................................... مقدمه1

 ٥...................................................................................ي خطيزي كوتاه بر برنامه ريرور م2

 ٧............................................................ني معمهي ني ها و مخروط هاسي ماترراموني پي نكات3

 ٨..................................................................................................ني معمهي نيزي برنامه ر4

 ..........................................................................................................SDP  دوگان مسئله 5

 ١٧......: ابندي ي گسترش نمني معمهي نيزي كه به برنامه ري خطيزي مسائل برنامه ريدي خواص كل6

7 SDP١٧.....................................................................................ياتيبي تر كي سازنهي در به 

 ١٧.............................................ممي ماكسيالياز مسئله برش   SDP Relaxation انيب   7 . 1

 ٢٠...............................................................................................................منابع و مراجع

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ٥

 :مقدمه-1

 

ــي   ــه مع ــزي نيم ــه ري ــي در    ) SDP(ن برنام ــزي رياض ــه ري ــول برنام ــرين تح ــذاب ت ج

  در موضوعات گوناگون از جملـه بهينـه سـازي          SDP.  محسوب مي شود     ميلادي90دهه

بـه دليـل آنكـه      . ، نظريه كنترل و بهينه سـازي تركيبيـاتي كـاربرد دارد           مقيد محدب سنتي    

SDPدر عمل  ،برد قابل حل به وسيله روش نقطه دروني مي باشد ، بيشتر اين موارد كار 

 .نيز همانند تئوري كارا هستند

 

 

  : بر برنامه ريزي خطي كوتاهمروري-2

 

 :را در حالت استاندارد در نظر بگيريدLP مسئله 

 

LP : minimize   c.x 
  

      s.t.    ai.x = bi , i=١,…,m 
   

                  x∈R n

+ . 

 
ــا  ــه در اينج ــردار xك ــك ب ــاد n  ي ــره اســت و نم ــي   »c.x« متغي ــاكي از ضــرب داخل ح

"∑ =

n

j jj xc
١

=∋x│ Rn≤٠{  همچنين.  مي باشد    " x{Rn
Rn  و      +

فضاي اقليدسـي نـا      +

Rnدر حقيقت   .منفي ناميده مي شود   
 ، زمـاني بـه يـك         اسـت   يك مخـروط بـسته محـدب       +

 : يك مخروط بسته محدب مي گوييم كه شرايط زير را داشته باشد Kمجموعه مانند 

 

yxآنگاه   تعلق داشته باشد     K به y و   xاگر   • βα  تعلق داشته باشـد كـه       K نيز به    +

 . اسكالر هاي نا منفي هستندβو αدر آن 

kwx ∈∀ ,   ∈∀ βα ,  R+
  :  kyx ∈+ βα  

• Kيك مجموعه بسته باشد . 

 

 



 ٦

 : اين تعريف را مي توانيم اينگونه بيان كنيم 

 

صدق ) ai.x = bi) i=1,…,mله  معادm درxبطوري كه  » c.x« منيمم كردن تابع خطي "

Rn متعلق به مخروط بسته محدب xكند و 
 "  باشد +

 

 : را به صورت زير نشان مي دهيم LPدوگان يك مسئله 

    

      LD : maximize   ∑
=

m

i

iiby
١

 

  

      s.t.    ∑
=

=+
m

i

ii csay
١

 

 
                            s∈R n

+ . 

 

  يك جواب شدني براي مسئله (y,s) وLP يك جواب شدني براي مسئله xاگر 

 LDباشد آنگاه فاصله دوگاني به صورت زير است : 

 

∑∑ ==
≥=−=−

m

i ii

m

i ii xsxbycbyxc
١١

٠.).(. 

 

از قضيه قوي دوآليتي . حاصل مي شود    s≤٠ و   x≤٠و نا مساوي بالا به خاطر       

 داراي جواب شدني متناهي باشد آنگاه مسئله        LPمي دانيم كه اگر مسئله اوليه       

LD         نيز شدني متنـاهي اسـت و c.x=y.b              و ايـن نتيجـه مـي دهـد كـه فاصـله 

 فـضاي شـدني     Xيعنـي اگـر   )برابر صـفر اسـت    (.وجود ندارد ) دوآليتي(دوگاني  

 :گاه باشد آن LD فضاي شدني مسئلهF و LPمسئله 

 

∈∃ *
x  X  ∈∃ ),( **

sy  F : ٠.. **

١

** ==−∑ =
xsbyxc

m

i ii  

 



 ٧

 

 :نكاتي پيرامون ماتريس ها و مخروط هاي نيمه معين -3

 

nn يك ماتريس    Xاگر    ) PSD(مـاتريس مثبـت نيمـه  معـين     يـك  X باشد زماني گوئيم     ×

 : رابطه زير برقرار باشداست كه

∀ v∈ Rn
  :    v

T X v ٠≥  
 

nn يك ماتريس Xاگر   :گاه  است هر ) PD( يك ماتريس مثبت  معينX باشد گوئيم ×

∀ v∈ Rn
 , v ≠ ٠ :    vT X v ٠≥  

 

فرض كنيد 
n

S             نشان دهنده مجموعـه مـاتريس هـاي  متقـارن nn  باشـد و   ×
nS+   نـشان 

nnرن نيمـه معـين   دهنده مجموعه ماتريس هاي متقا  ++ و ×
nS     مجموعـه مـاتريس هـاي

nn  .  مثبت معين باشد×

 

 بـه ايـن       "X≤٠" مي نويـسيم     . ماتريس هاي متقارن دلخواهي باشند     Y و   Xفرض كنيم   

YX"ه معين است و نمـاد        يك ماتريس  مثبت نيم     Xمنظور كه نشان دهيم       آن بيـانگر    "≤

−≤٠"است كه  YX" يعني ماتريس YX به طريق مشابه هر گاه .  مثبت نيمه معين است−

X ٠" يك ماتريس متقارن و مثبت معين باشد آن را با≥X" نشان مي دهيم . 

 

}:٠{: 1تذكر   ≥∈=+ XSXS
nn

 يك مخروط بسته محدب در       
٢

nR       است كـه بعـد 

آن برابر 
٢

)١( +nnاست . 

 

 فرض مي كنيم     1براي اثبات تذكر    
n

S+∈XوW       ٠ و فرض مي كنـيم, ≥βα    ثابـت دلخـواه

Rnباشند در اين صورت هر گاه 
∈v و دلخواه باشد داريم : 

 

٠)( ≥+=+ WvvXvvvWXv
TTT βαβα  

nپس    
SWX +∈+ βα و اين نشان مي دهد كه nS+اثبات بـسته بـودن   . يك مخروط است

n
S+استسرراست  ونيز ساده . 



 ٨

 

 :ن بيان مي كنيم خواص زير را براي ماتريس هاي متقار

 

nاگر   •
SX T باشد   ∋

QDQX T(در آن ماتريس متعامد يكه      Q كه   =
QQ  Dو  )١−=

 .ماتريس قطري است

 

T اگر •
QDQX  تـشكيل   Qسـتون هـاي    به شكل بيان شده در بـالا باشـد آنگـاه             =

كـه مقـادير ويـژه آنهـا          مي دهند،   X بردار سرشت نماي متعامد      nمجموعه اي از    

 . استDدرايه هاي متناظر روي ماتريس قطري 

 

• ٠≥X      اگر و فقط اگر T
QDQX  بـه طـوري كـه تمـامي مقـادير سرشـت نمـاي             =

 . مي باشند نا منفي باشندDه عناصر ماتريس قطري  كXماتريس 

 

• ٠≥X      اگر و فقط اگر T
QDQX  بـه طـوري كـه تمـامي مقـادير سرشـت نمـاي             =

 . مي باشند مثبت باشندD كه عناصر ماتريس قطري Xماتريس 

 

X ji ٠   آنگاهiiX=٠ و X≤٠اگر  • ==ijXبراي تمامي n،...،١=j.   

 

 : بصورت زير باشد Mفرض كنيم ماتريس  •

 









=

dv

vP
M

T , 

 

 اگـر و  M<٠لر اسـت در ايـن صـورت     يك بردار  اسكاd يك بردار و  P   ، v≤٠كه  

٠فقط اگر 
١ >− −
vPvd

T. 

 

 : برنامه ريزي نيمه معين -4
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nSXفرض كنيم     بصورت يك ماتريس نگاه كنيم و يا به طور معادل           Xمي توانيم به     . ∋

),...,( مؤلفـه بـصورت      ٢nبصورت آرايـه اي از      
١١ nnxx .          همچنـين مـي تـوانيم آنـرا

 طريق متفاوت بـراي     3تمامي اين   .  تصور كنيم    nSدر فضاي   ) بردار  (بصورت يك شي    

 . كارآمد خواهند بودXتصور 

 

 يك تـابع خطـي از       XC)(گر  ؟ ا  مي تواند باشد   ي صورت  چه  به Xيك تابع خطي ار     : سوال

X باشد آنگاه )(XC را مي توانيم بصورتXC  : نمايش مي دهيم بطوري كه •

 

∑∑
= =

=•
n

i

n

j

ijij XCXC
١ ١

:
 

 

 نيـز   C يك ماتريس متقارن باشد بدون از دست دادن كليت مي توانيم فـرض كنـيم                 Xاگر  

با  اين نماد گذاري اكنون آماده هـستيم تـا يـك برنامـه ريـزي       .  متقارن است    يك ماتريس 

يك مسئله بهينه سازي به ) SDP(يك برنامه ريزي نيمه معين   . نيمه معين را تعريف كنيم      

 :فرم 

 

SDP : minimize   XC •   
 

      s.t.    XAi • = bi , i=١,…,m 

   

                  ٠≥X , 
 

 مـي باشـد ولـي بـراي سـهولت در      X، متغير مـا مـاتريس    SDP توجه كنيد كه در  .است

٢  را به صورت آرايه اي از Xتصور مي توانيم   
n عدد يا به طور برداري در 

n
S در نظر 

 .بگيريم

XCخطي  تابع هدف ، تابع       معادله خطي صـدق كنـد   m مي بايست در X مي باشد و   •

iiكه اين معادلات به صورت bXA =•،  ),...,١( mi  .  هستند=

ماتريس هاي متقارن نيمـه معـين مثبـت         ) محدب بسته   ( همچنين بايد در مخروط      Xمتغير  

يعني  
n

S+     توجه شـود كـه داده هـاي معلـوم در مـسئله         .  قرار داشته باشدSDP  از يـك 



 ١٠

 عـدد مـاتريس   mو ) كه داده براي تـابع هـدف محـسوب مـي شـود         ( Cماتريس متقارن   

mAAمتقارن  ,...,
Rm   است دربرداريb)b بردار -m و ١

 معـادلات مربـوط بـه     كـه )

 . دهند ، ساخته شده است معادله خطي را ميm تشكيل  هاي آنمؤلفه

 

١ماتريس هاي   .  آشنا شويم    m=2 و   n=3 براي   SDPازاجازه بدهيد با مثالي     
A٢وA  را 

 :به صورت زير تعريف مي كنيم 

 

















=

�٧١

٧٣٠

١٠١

١
A , 

















=

�٠٨

٠�٢

٨٢٠

٢
A و ,

















=

٧٠٣

٠٩٢

٣٢١

C  

 

١١و 
١

=b، ١٩
٢

=b. پس متغيرX  متقارن بصورت زير خواهد بود ×٣٣ يك ماتريس : 

 

















=

٣٣٣٢٣١

٢٣٢٢٢١

١٣١٢١١

xxx

xxx

xxx

X
, 

 

 :و براي مثال بالا خواهيم داشت 

 

XC •  = ٣٣٣٢٣١٢٣٢٢٢١١٣١٢١١
٧٠٣٠٩٢٣٢ xxxxxxxxx ++++++++  

             ٣٣٢٣٢٢١٣١٢١١
٧٠٩�� xxxxxx +++++=  

 

٢١١٢در بــالا از رابطــه 
xx = ، ٣١١٣

xx = ،٣٢٢٣
xx  X بــه دليــل متقــارن بــودن =

 : را مي توان به صورت زير نوشتSDPبنابراين مسئله . استفاده كرديم 

 

SDP : minimize   ٣٣٢٣٢٢١٣١٢١١
٧٠٩�� xxxxxx +++++

  
 

      s.t.       ١١�١�٣٢٠
٣٣٢٣٢٢١٣١٢١١

=+++++ xxxxxx  

١٩�٠�١��٠
٣٣٢٣٢٢١٣١٢١١

=+++++ xxxxxx  



 ١١

              

            
















=

٣٣٣٢٣١

٢٣٢٢٢١

١٣١٢١١

xxx

xxx

xxx

X
٠≥  

 
گرچـه شـرط بزرگتـر يـا     . شبيه يك مسئله برنامه ريزي خطـي اسـت  SDPتوجه كنيد كه    

 يـا شـرط قـرار داشـتن مـاتريس در مخـروط              LPدر مسئله   xساوي صفر بودن بردار   م

ماتريس هاي مثبت نيمه معين جايگزين شده است ،اما مـي تـوانيم  وجـه تـشابهي را نيـز                     

 :ميان اين دو مسئله به اين صورت در نظر بگيريم 

 نـا  x مؤلفه بردار n بيانگر اين است كه هر يك از LP در مسئله " x≤٠ "همان طور كه    

 بيانگر اين اسـت كـه هـر يـك از مقـادير ويـژه               SDP در مسئله    " x≤٠ "نفي اند نماد    م

 . نا منفي هستندxماتريس 

 

بـراي ديـدن يـك    .  اسـت  SDP حالتي خـاص از  LPبه سهولت مي توانيم نشان دهيم كه  

)نمونه از آن فرض كنيم       )mm bbaac ,...,,,...,,
 شكيل مـي   را ت ـ  LP داده هاي مـسئله      ١١

 : تعريف مي كنيم را به صورت زيرCوA ماتريس هاي دهند 
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 . مي تواند بصورت زير نوشته شودLPدر اين مسئله 

 

          SDP : minimize   XC •   
 

      s.t.    XAi • = bi , i=١,…,m 

   

           ٠=ijX , ni ,...,١=  , nij ,...,١+= ,    
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 :به همراه فرض 
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 تبديل نمي كنند    SDP را در هنگام حل به       LPالبته در عمل هيچ گاه يك مسئله        

مـي   SDP حالت خاصي از مسئلهLP  كهرابطه بالا به وضوح نشان مي دهد. 

 .باشد

 

   :SDPدوگان مسئله-5

 

 : بصورت زير تعريف مي شود SDPمسئله دوگان 

 

 

 

SDD :maximize      ∑
=

m

i

iiby
١

 

s.t.    ∑
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=+
m
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ii CSAy
١

 

 
 

٠≥S  
   
يك طريق مناسب براي تصور مسئله دوگان برنامه ريزي نيمه معين به صورت زير است 

: 



 ١٣

myyفرض كنيد ضرايب   ,...,
 ، داده شده باشند در اين صورت هدف ماكسيمم كردن ١

∑تابع خطي 
=

m

i

iiby
١

 كه به Sمي كنند كه ماتريس  بيان SDPهاي مسئله  يدق.  است

 : تعريف شده است  زيرصورت

∑
=

−=
m

i

ii AyCS
١

 

 

 :معادل ميتوان نوشت به طور و بايد مثبت نيمه معين باشد
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 .ما اين طرز ساخت را با مثالي كه قبلا ارائه كرديم ، نشان مي دهيم 

 

 :از مثال قبلي داريم 
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:مسئله دوگان آن بصورت زير است  

 

 

SDD :maximize   ٢١
١٩١١ yy +  

  

 

s.t.  
















=+
















+
















٧٠٣

٠٩٢

٣٢١

�٠٨

٠�٢

٨٢٠

�٧١

٧٣٠

١٠١

٢١
syy   

 



 ١٤

٠≥S  

 

 

 :كه آن را مي توانيم در اين فرم  باز نويسي كنيم 

 

SDD :maximize   ٢١
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مـسئله  اسـت زيـرا در      SDP راحـت تـر از مـسئله       SDDاغلب كار كردن با مسئله دوگان       

myyيب  ضرm متغيرها تنها از دوگان ,...,
 . تشكيل شده اند١

 

 SDP سهولت  از يك صورت مسئله        ه مختاريم تا ب   LPهمانند مسئله برنامه ريزي خطي      

به صورت ديگر برويم و بدون از دست دان كليت مي توانيم هـر يـك از                 ) اوليه يا دوگان  ( 

 .به عنوان مسئله اوليه در نظر بگيريمآنها را 

 

 : را بيان مي كنيم SDPرا براي مسئله ) دوگاني( ف دوآليتي در زير قضيه ضعي

 

) و   SDP جواب شدني براي مسئله      X فرض كنيم      :5. 1. قضيه )sy,     يك جواب شـدني 

 : باشد در اين صورت فاصله دوگاني برابر است با SDDبراي مسئله 

٠

١

≥•=−• ∑
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XSbyXC
m
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ii  

 اگر 

٠

١

=•=−• ∑
=

XSbyXC
m

i

ii  



 ١٥

) و   Xآنگاه   )sy,         به ترتيب جواب هاي بهينه براي مسائل SDP   و SDD    خواهنـد بـود و 

  .SX=٠نيز 

 

مـاتريس هـا كـار كنـيم كـه بـراي            )  trace(براي اثبات قضيه بالا مناسب است تـا بـا رد            

 : به صورت زير تعريف مي شود Mماتريس دلخواه 

 

∑
=

n

j

jjMMtrace
١

)(
 

 :به آساني مي توان اتحاد هاي زير را از فرمول بالا نتيجه گرفت 

 

� )()( NMtraceMNtrace =  

� )( BAtraceBA
T=•  

 

ماتريس هـاي مثبـت    . S و   X براي قسمت اول بايد نشان دهيم اگر           :5. 1. اثبات قضيه 

•≤٠آنگــاه  ) S≤٠ و X≤٠( نيمــه معــين باشــند  XS ــين اســت ــز چن ــيم .  ني فــرض كن
T

PDPS TQEQX و = ــه  = ــه طوريك =−١ ب PPT ١ و−= QQT ) QوP  ــاي ــاتريس ه م

 ماتريس هاي قطري با درايـه هـاي نـا منفـي باشـند در ايـن          E و   Dو  ) متعامد يكه هستند  

 :صورت داريم 

 

)()()( TTT QEQPDPtraceSXtraceXStraceXS ===•  
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jj

TT

jj

TT
PQEQPDPQEQDPtrace

١

,٠)()(  

 

  : رابطهدر قسمت آخر از 

)٠٠( ≥⇒≤≤∀ jjDnjj  

PQEQPو نيز دانستن اين موضوع كه درايه هاي روي قطـر اصـلي مـاتريس            TT نـا   بايـد 

PQEQPزيرا.(،استفاده كرديممنفي باشند TTاستيماتريس مثبت نيمه معين ( 

 

)(٠براي اثبات قسمت دوم قضيه فرض كنيم  =SXtrace آنگاه از تساوي هاي بالا داريم : 

 



 ١٦

 

 

 

)١,..,( jرابطه بالا ايجاب مي كند كـه بـراي  هـر       nj = ، ٠=jjD  ٠ يـا)( =jj

TT
PQEQP 

 ماتريس قطري با درايه هاي بزرگتـر يـا مـساوي صـفر  اسـت و نيـز                    Dبعلاوه از اينكه    .

PQEQP TT                        ماتريس مثبـت نيمـه معـين اسـت بـه همـراه رابطـه بـالا نتيجـه مـي گيـريم 

٠=PQEQDP TT .  در واقع به ازاي هرj  ),..,١( nj  ام ماتريس j و يا سطر jjD=٠ يا =

PQEQP TT             ٠( مساوي صفر است و از رابطـه آخـر=PQEQDP TT (       نتيجـه           مـي

TT=٠شود QEQPDP       اما از قبل مي دانيم TT QEQPDPSX اثبـات تمـام     وSX=٠ پس   =

  .است

 

 يـا  SDP كـه مـسئله   با قاطعيـت بيـان كنـيم    نمي توانيم LPبر خلاف برنامه ريزي خطي      

SDD        فاصـله دوگـاني      به طور معادل بگوييم    د و يا  نرس به جواب بهينه مربوطه خود مي 

براي آنكه درباره مقادير بهينه اين دو مسئله صحبت كنـيم و       . برابر صفر خواهد بود   حتما  

 كه ما يكـي از مهـم         شوند بايد شرايط معيني بوجود آيد      آوردهارد ذكر شده در بالا بر       مو

 تنگاتنـگ جـواب هـاي شـدني مـسائل        طارتبـا ترين آنها را به صورت قضيه اي كه در آن           

SDP و SDD   ذكر شده است بيان: 

 

فرض كنيم    : 5 . 1قضيه  
∗

pz   و 
∗
dz ترتيب نـشان دهنـد مقـادير بهينـه توابـع هـدف               به 

يك جواب شدني از مسئله باشد بطوري كـه         X̂فرض كنيم   .  باشند SDD و   SDPمسائل  

٠ˆ >X    و نيز ( )sy منظـور ايـن اسـت كـه        (  باشـد    SDD يك جواب شدني بري مسئله       ˆ,ˆ

 SDP، در اين صورت هر دوي مسائل   ) ناتهي است    SDDو   SDPفضاي شدني مسائل    

 به مقدار بهينه متناهي خود دست خواهند يافت و اين مقادير بـا يكـديگر برابرنـد                  SDDو  

: يعني 
∗∗ = Dp zz 

 .در اينجا اثباتي از اين قضيه نمي آوريم 
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 ـ          -6 ه ريـزي   خواص كليدي مسائل برنامه ريزي خطي كـه بـه برنام

 : معين گسترش نمي يابندنيمه

 

 كه به مـسئله برنامـه ريـزي         LPدر زير بعضي از ويژگي هاي مسئله برنامه ريزي خطي           

 . نيمه معين گسترش نمي يابند خلاصه شده است 

بـراي ايـن منظـور      .ريتم متنـاهي وجـود نـدارد         يـك الگـو    SDDبراي حل مـسئله      •

الگوريتم سيمپلكس وجود دارد اما يـك الگـوريتم متنـاهي نيـست و نيـز بـه طـور                    

 . وجود نداردSDP براي حل " جواب شدني پايه "مستقيم مفهومي مثل 

 ممكن است فاصله دوگاني متناهي يا نا متناهي وجود داشته باشد و LPدر مسئله  •

 قضايايي كه پيش ازگان به جواب بهينه خود نرسند اما طبق مسائل اوليه و دو

7-SDPدر بهينه سازي تر كيبياتي : 

 

SDP        تعداد زيادي از مسائل بهينـه      . تركبياتي دارد     كاربردهاي بسياري در بهينه سازي

محــدب ) آزادسـازي (" Relaxation"داراي ) NP-hard(هـارد  -NPسـازي تركيبيـاتي   

در . هستند كه زير مجموعه اي از مسائل برنامه ريـزي نيمـه معـين محـسوب مـي شـوند                  

د  نقش خود را ايفا مي كن ـكاربردي بصورت "SDP relaxation   "بسياري از مثال ها 

 مـي  "SDP relaxation  " مـسئله و در مواردي بيشمار به طور اخـص ، جـواب بهينـه    

تواند به جواب  شدني مسئله اصلي كه هدفمندي و كار آمدي مقدار آن قابـل اثبـات اسـت                    

 .تبديل شود

 

 :يالي ماكسيمممسئله برش  از SDP Relaxationبيان -7 .1

 

}١,...,{ يـك گـراف غيـر جهـت دار بـا  مجموعـه رئـوس                  Gفرض كنيد      nN  باشـد و  =

Ejiفـرض كنـيم بـراي       .  باشـد    Eمجموعه يال ها ي آن       ∈),(   ، jiij ww  وزن  يـال     =

),( ji ض مـي كنـيم تمـامي ايـن وزن هـا بزرگتـر يـا                بدون از دست دادن كليت فر     .  باشد

 :مساوي صفر هستند يعني 

٠:),( ≥∈∀ ijwEji  

 



 ١٨

هدف پيدا كردن زير مجموعـه اي   ) Max Cut Problem(در مسئله برش يال ماكسيمم 

وصـل هـستند ماكـسيمم    Sبـه Sاست كه در آن مجموع وزن هاي يال هايي كـه از            Sاز

SNS. (باشد \=( 

ا به صورت يك مسئله برنامه ريزي اعداد صحيح به          ما مي توانيم مسئله ماكسيمم برش ر      

Sj براي   jxفرض كنيم   . صورت مقابل در آوريم       ، در اين صورت مـسئله بـه فـرم           ∋

 :ر در مي آيد زي

 

MAX  CUT  : maximizex  ∑∑
= =

−
n

i

n

j

jiij xxw
١ ١

)١(
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١

    

 

s.t.    },١,١{−∈jx    nj ,..,١=  

 

 اكنون فرض كنيم 

 
T

xxY =  

 

 كه به موجب آن 

jiij xxY =      ni ,..,١=  ,  nj ,..,١=  

 

),( ماتريسي باشد كه درايه ي Wهمچنين فرض كنيم  ji امين آن  ijw برايni ,..,١= 

njو     مي تواند به طـور     )  ماكسيمم برش   (  ، آنگاه مسئله برش يالي ماكسيمم        =١,..,

 :صورت زير نوشته شودمعادل به 

 

MAX CUT  : maximizeY,x  ∑∑
= =

•−
n
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n

j

ij YWw
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s.t.    },١,١{−∈jx    nj ,..,١=  

 
TxxY =  

 

 در مسئله بالا توجه كنيد كه قسمت اول محدوديت ها معادل است با



 ١٩

 

١=ijY       nj ,..,١=  

 

 :بنابراين بدست مي آوريم 

 

MAX CUT  : maximizeY,x  ∑∑
= =

•−
n
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j

ij YWw
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١

    

 

s.t.          ١=jjY       nj ,..,١=  

 
TxxY =  

 

در نهايت توجه كنيد كه ماتريس       
TxxY  نيمـه معـين مثبـت  از          يك ماتريس متقـارن    =

 كنيم بـه فـرم      "relax" بودن   1اگر اين وضعيت را با حذف محدوديت رتبه         .  است   1رتبه  

"Relaxation" برنامه   اي از نوع   رسيم كه مسئله  ير از مسئله برش يالي ماكسيمم مي         ز 

 :ميباشدريزي نيمه معين 

 

Relax  : maximizeY  ∑∑
= =

•−
n

i

n

j

ij YWw
١ ١�

١

    

 

s.t.          ١=jjY       nj ,..,١=  

 

٠≥Y  
 

  يك كران بالا براي مسئله برش  شدهRelax مسئله بنابراين براحتي مشاهده مي شود كه

 :يالي ماكسيمم ايجاد مي كند يعني 

 

MAXCUT ≤  RELAX 
 

  :رابطه مهم زير را نتيجه گرفت همچنين به آساني مي توان

 

٠�٨٧٨�� RELAX ≤   MAXCUT  ≤  RELAX 



 ٢٠

 

 كه بسيار مهـم و مـوثر اسـت زيـرا در آن ايـن نكتـه بيـان مـي شـود كـه فاصـله مقـدار                            

"Relaxation"      نيمه معين از مسئله NP-        در صـد    12هارد برش يال ماكسيمم بـيش از 

 . نيست

 بيش از آن است كه در بـالا بيـان شـد امـا مـا در              SDPبا وجود آنكه كاربردهاي مسئله      

اينجا به دليل فراتر بودن سطح علمي اين مطالب از دروس ارائه شده در دوره كارشناسي         

 .رياضي ،از ذكر آن ها خودداري كرديم

 تجزيـه و تحليـل       را SDPدر پايان اميد است اين گزارش توانسته باشد كلياتي از مـسئله             

 . كرده باشد
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